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Soru:

Her pozitif n tam sayisi igin, p(n), n sayisin agmayan ve n ile aralarinda asal olan pozitif
tam sayilarin sayisidir. Ttim birbirinden farkli a ve b pozitif tam sayilar: i¢in

a—"b|fla)—f(b) ve

kosullarini saglayan tim f : ZT — Z* fonksiyonlarim bulunuz.

Cozim: Cevap: f(x)=1ve f(z) ==x.

fle(a)) = o(f(a)) esitliginde a = 1 alirsak f(1) = ¢(f(1)) ve f(1) =1 elde ederiz. a = 2
alirsak f(1) = ¢(f(2)) gelir ve f(1) =1 olduguna gore, f(2) ya 1 ya da 2 olur.

Durum 1: f(2) =1. 1 = f(2) = f(¢¥(3)) = ¢(f(3)) oldugundan f(3) ya 1 ya da 2 olur.
Diger taraftan (3—1) | f(3)— f(1) oldugundan f(3) = 1 gelir. Ttimevarimla tim n pozitif
tam sayilari i¢in f(n) = 1 oldugunu gosterelim. a =1,2,...,n— 1 i¢gin f(a) = 1 olsun. O
zaman f(p(n)) = ¢(f(n)) ve p(n) < n — 1 oldugundan ¢(f(n)) = 1 gelir ve buradan da
f(n) yalyada2olur. Sonolarak n—(n—2) | f(n)— f(n—2) oldugundan f(n) = 1 olur.

Durum 2: f(2) = 2. Timevarimla tiim n pozitif tam sayilar i¢in f(n) = n oldugunu
gosterelim. @ = 1,2,...,n — 1 f(a) = 1 icin f(a) = a olsun. Ilk kogula ve tiimevarim
varsayimina gore, tim 1 < a < n — 1 tam sayilar1 igin n — a | f(n) — a olur. Sag tarafa
a —n eklersek n —a | f(n) —n olur. Demek ki her 1 <m <n—1iginm | f(n) —n. O
zaman 1 < m < n — 1 sayilariin en kiigiik ortak kat1 M de f(n) —n sayisim boliiyor ve
bir s tam sayisi i¢in f(n) = Ms + n olur. ¢(n) < n oldugundan tiimevarim vrsayimina
ve sorudaki ikinci kogula gore ¢(n) = ¢(Ms + n) gelir. Diger taraftan, her (n,k) =1 ve
k < n k sayws1t M yi boliiyor ve dolayisiyla (k, M s+n) = 1. Buna gore, p(n) < ¢(Ms+n).
s # 0 durumunda (Ms+n—1,Ms+n) =1 ve p(n) < p(Ms+n) olur. Demek ki s =0
ve f(n) =n.



