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Soru:

Tiim rasyonel sayilar kiimesi Q, tiim pozitif rasyonel sayilar kiimesi Q* olsun. Her x,y €
Q7 icin

F@)+ 1) = (Fatn) 4 ) oyt fan) ()

esitligini saglayan tiim f : QT — Q fonksiyonlarmi bulunuz.

1

Coziim: Cevap: f(x) =z ——, Yz € Q™.
x

Once ii¢ lemma ispatlayacagiz.

Lemma 1. f(1) =0.

2
f(1) # 0 olsun. O zaman f(2) = g (%) esitliginde x = y = 2 yazarsak 3 = 2f(2) =

. 1
Ispat: (%) esitliginde z = y = 1 yazarsak 2f(1) = (f(2)+—> f(1) elde ederiz.

(f(4) + 1) (f(4)—3) elde ederiz. Demek ki ya f(4) = % yada f(4) = —1 olacaktir. (x)

1
esitliginde y = 1 yazarsak f(z)+ f(1) = <f(1: +1)+ %ﬂ) (1 — 2+ f(z)) elde ederiz.
Son egitlikte © = 2,3, 4,5 yazarsak
2 i =(r0+) )
1
1O+ 10 = (560 + 7 (73) -2 )
Fy+ £ = (16)+ 3 ) () -9 ®)



1
)+ 5(1) = (6 + ) (765) ) (@)
elde ederiz. f(4) = —1 olursa, (1) ve (2) esitliklerinden f(1) = —;—2 ve f(3) = % :
(3) ve (4) esitliklerinden ise f(5) = %, f(6) = —;;% gelir. Son olarak (x) egitliginde
x = 2,y = 3 yazarsak
1@+ £6) = (16)+3) (10 -9

elde ederiz. Bu esitlik yukarida bulunan f(2), f(3), f(5), f(6) degerleri i¢in saglanmiyor.
Buna gore tek segenek f(4) = T dir. Bu durumda

1)+ S0 =16) -2 S+ F0 = (£6)+3)
olur. Son iki denklem sistemini ¢ozersek f(1) =0 elde edilir.
Lemma 2. f(2) = ;
Ispat: Tim z € QF icin f(1) = 0 olduguna gore

)= (Het 14 ) (-t fo) 5)

olur. (5) de z = 2 ve 3 yazarsak

1= (f6)+3) v@ -1, 16)= (1w+1) ¢E) -2
elde edilir. (x) esitliginde x = 2,y = 2 yazarsak
2f(2) = <f(4) + 1) (f(4)—3) elde edilir. Son ii¢ denklemden ¢t = f(4) cinsinden ¢ uncii

4
dereceden denklem elde eiliyor:

16¢* — 32¢> — 101t — 15 = 0.
f fonksiyonu rasyonel degerler aldigina gore, t = f(4) bir rasyonel say1 olma zorundadir.

8 3
Bu denklemin tek rasyonel kokii ¢t = R dir. O zaman f(3) = 3 Ve f(2) = 5 olur.

1
Lemma 3. Tim pozitif n tam sayilar i¢in f(n) =n — —.
n

Ispat:  n = 1icin f(1) = 0. n > 2 icin gereken esitlik (5) i kullanarak n {izerinden
tiimevarimla geliyor.



Son olarak z = — icin

fmm)y="-"

— —— 6

pal. (6)

oldugunu gosterecegiz. Ispat m tizerinde tiimevarimla yapilacaktir. m = 1 durumunda

(%) esitliginde y = — yazarsak tiim = € QT sayilar igin
x

f(a:)+f(§) =0

elde ederiz. Buradan Lemma 3 i kullanarak tiim pozitif n tam sayilari igcin

esitligini elde ederiz. (6) formiili m i¢in dogru olsun. (x) esitliginde x =
yazarsak

)+ ) = (S 0/ + ) (1= o fft)) (D)
elde ederiz. (7) de f(m/n) = % — % ve f(m/n?) = g - EQ yazip sadelegtirirsek

m + 1 i¢in gereken ifade elde edilir:

7 m+1 _m+1_ n
n oon m+1

Coziim tamamlanmigtir.



