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Soru:

() tam katsayili bir polinom ve p bir asal olmak {izere p | Q(n) olmasini saglayan bir n
tam sayis1 yoksa () polinomu p asalini dighiyor diyelim. Tam olarak bir asali diglayan ve
rasyonel kokii bulunmayan tam katsayili bir polinom var midir?

Coziim: Cevap: Q(z) = (223 + 1)(2* — x + 1) polinomu kosullar1 saghyor.

Q(z) polinomunun rasyonel kokii yoktur. Q(z) polinomunun sadece p = 2 asal sayisini
digladigini gosterelim.

Gézlem 1: p = 1 (mod 3) kosulunu saglayan her tek p asal sayisi icin n? —n+1 =0
(mod p) olacak sekilde bir n tam sayis1 bulunur.

Ispat. w sayist p modunda bir ilkel kok olmak iizere, n = —w® Y/3 olsun. O zaman
n® = —1 (mod p) ve n # —1 (mod p) olur. Son olarak n® +1 = (n + 1)(n? —n + 1)
esitliginden n?> —n +1 =0 (mod p) elde edilir.

Gézlem 2: p=2 (mod 3) kogulunu saglayan her tek p asal sayisi icin 2n®+1 =0 (mod p)
olacak sekilde bir n tam sayis1 bulunur.

Ispat. 2a+1=0 (mod p) kogulunu saglayan bir a tam sayisi alahm. 3| p — 2 oldugundan
3|2p—1 gelir. O zaman n = a®~Y/3 tam sayis1 icin Fermat teoreminden n® = a®~! = a
(mod p) olur. Son olarak, 2n® + 1 =2a+ 1= 0 (mod p) elde edilir.

3|Q(2) oldugundan Q(z) polinomu p = 3 asal sayisim diglamiyor. Gozlem 1’ e gore, Q(z)
polinomu p = 1 (mod 3) asal sayilarim diglamiyor. Goézlem 2’ ye gore, Q(x) polinomu
p =2 (mod 3) asal sayilarim diglamiyor. Her n tam sayisi i¢in 2n% + 1 ve n? — n + 1 tek
say1 oldugundan Q(z) polinomu p = 2 asal sayisim dighiyor. Coziim tamamlanmigtir.



