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Soru:
Hangi p asal sayilar: icin
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polinomunun en az bir tam say1 kokii olacak bicimde, n tek tam sayisi ve tam say1 katsayili
bir Q(x) polinomunun bulundugunu belirleyiniz.

Coziim: Cevap: p = 2.

2p—2

P(z) =1+ pn* + H Q(z") olsun. p = 2 icin n = 1 ve Q(x) = 27 + 1 ise -1 tam sayisi
i=1

P(z) polinomunun kokiidiir:

142- 124+ (2-(-1)+1)(2-(-1*)+1)=0.

Simdi tiim p > 3 asal sayilar1 igin uygun n tam sayisi ve Q(z) polinomunun bulunmadigin
gosterecegiz. Fermat'in kiiciik teoremine gore, tiim 1 < i < p—1 degerleri icin 2¢ = z**P~1
ve dolayisiyla Q(z%) = Q(x""?~1) olur. Buna gore, P(z) = 0 ifadesi p modunda
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seklinde olur. Sonug olarak -1 p modunda bir kare kalandir ve p =1 (mod 4). Demek ki
P(x) = 0 ifadesi 4 modunda
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seklinde olur. Tam z ve pozitif 7,; sayilan icin Q(z%) ve Q(z7) sayilarinin pariteleri
aymdir. Buna gore, tiim Q(z') sayilarimin tek olduklari ve tiim Q(z') sayilarmmn cift
olduklar: durumlar (1) ile geligiyor. Ispat tamamlanmigtir.



