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Soru:

Her biri n ile boliinen n tane tam sayinin karelerinin toplami gsekilnde yazilabilen her poz-
itif tam say1, higbiri n ile boliinmeyen n tane tam sayinin karelerinin toplami sekilnde de
yazilabiliyorsa, n pozitif tam sayisina iyz say1 diyelim. Tim iyi sayilar1 bulunuz.

Coziim: Cevap: 1,2 ve 4 disindaki tiim pozitif tam sayilar.
Her n iyi sayisinin tiim katlarinin iyi say1 oldugunu gosterelim. m = nk olmak tizere, her

1 <4 < m igin m|z; olsun. n|x; ve n bir iyi say1 olduguna gore, her 0 < [ < k — 1 indisi
icin

n(l+1) n(l+1)
D wi= )
i=nl+1 i=nl+1
olacak sekilde hi¢biri n ile tam boliinmeyen yy, 4, . . . , Y sayilart bulunur. Buna gore,
m=nk m=nk

dori=) v
i=1 i=1
ve tiim 1 < ¢ < m indisleri igin m = nk { y; olur.

Simdi tim pozitif tek tam sayilarin iyi say1 oldugunu gosterelim.

Lemma: n bir pozitif tek tam say1 olmak tizere, x1, zo, ..., x, tam sayillarindan en az biri
n ile tam boliinmeyen say1 olsun. O zaman

2_(n)’ Zyl
i=1

olacak gekilde hicbiri n ile tam boltinmeyen yq, s, . .., y, tam sayilar1 vardir.



Ispat: Genelligi bozmadan n t z; kabul edelim. Let X = 2 Z x; olsun. n|X ise x; yerine
i=1

—x1 yazarsak n { x1 ve n tek oldugundan n  4x;. Sonug olarak yine genelligi bozmadan

nt X alabiliriz. Simdi

Z(nxz)Z = Z(X — na;)?

=1 i=1

esitliginde her 1 <17 < n i¢in y; = X — na; alirsak lemmanin ispati tamamlanmaig olur.

n bir pozitif tam say1 olmak iizere, bir a sayisi her biri n ile tam béliinen n tam sayimin
n

karelerinin toplamina egitse, a = Z(nrxi)Q ve bir 1 < i < n indisi i¢in n { z; olacak
i=1
sekilde bir r tam sayis1 ve xq, 2o, ..., T, tam sayilari bulunur. Lemmay1 r kez kullanarak

a= Z y? ve her 1 < i < n igin n{y; olacak sekilde yi,vs, ..., y, tam sayilar elde edilir.
i=1

Simdi 8 sayisinin iyi say1 oldugunu gosterelim. Bir a sayisi her biri 8 ile tam boliinen 8

tam sayinin karelerinin toplamina egitse 64|a ve a > 64 olur. O zaman Lagrange’ in 4 kare

teoremine gore, 1, o, T3, T4 tam sayilar olmak iizere, a = 12442 +42+42 + 22 + 3+ 23+ 22

olur. Bu durumda z3+z3+x3+22 = 7 (mod 8) ve 7 sayisiin (mod 8) de sadece 1+1+1+4

seklinde gosterildigine gore, tiim 1 <4 < 4 indisleri igin 8 1 x;.

4 sayis1 iyi say1 degildir: 32 = 42 + 4% + O_2 + 02 say1s1 hicbiri 4 ile boliinmeyen 4 sayinin
karesinin toplami seklinde gosterilemez. Iyi sayimin tiim katlarinin da iyi say1 olduguna
gore, 1 ve 2 sayilar1 da iyi say1 degildir.



