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Soru:

Bir w ¢emberi tizerindeki 777 noktadan her biri 1,2, ..., k renklerinden birine boyanmigtir.
Her nokta ve her 1 < r < k rengi icin w ¢emberinin bu noktay1 iceren ve tizerindeki nok-
talarin en az yarisinin r renginde oldugu bir yay1 bulunuyor. Buna gore, k nin alabilecegi
en biiyiik degeri bulunuz.

Cozim: Coziim. Cevap: 3.

Cember tizerindeki 777 noktanin her birini ti¢ renkten birine, herhangi ii¢ ardisik nokta
farkli renklerde olacak sekilde boyanirsa kogullar saglanmig olur.

Simdi £ < 3 oldugunu gosterecegiz. Her yayi, bu yayin i¢indeki u¢ noktalarla temsil
edecegiz: tizerindeki noktalar saat yoniinde sirasiyla A, B, ..., Z olan yay (A, Z) olarak
isaretlenecektir. Bir r rengi ve r rengine boyali olmayan herhangi bir A noktasi ic¢in
kosullar1 saglayan yaylardan en az sayida nokta iceren yay l4(r) = (B, C) olsun.

Gozlem 1. la(r) = (B,C) ise ya (B,C) = (B, A) ya da (B,C) = (A, C) olacaktir.

Aksini varsayalim. (B, A) yayindaki nokta sayis1 m, r rengine boyali nokta sayisi ise b,

b 1
(A, C) yaymdaki nokta sayisi n, r rengine boyali nokta sayisi ise ¢ olsun. O zaman — < 5
m

1
ve < < 3 olur. Buradan 2b < m — 1 ve 2¢ < n — 1 gelir. Buna gore,
n

b 1
20+2c<m+n—-2<m-+n—1 ve —+C < —
m+n—1 2

elde edilir. Bu da l4(r) = (B, C) yaymmn kogullar sagladig ile gelisiyor.

Simdi genelligi bozmadan 7 rengi ve r rengine boyali olmayan herhangi bir A noktasi i¢in
la(r) = (A, C) olsun. Tamimlara gore, C' noktasi r rengindedir.



Gozlem 2. (

A, C) yayindaki nokta sayisi n, r rengine boyali nokta sayisi ise ¢ olsun. O
c 1
5.

zaman — =
n

1
Aksini varsayalim: °s 3 olsun. O zaman 2¢ > n ve 2¢ > n + 1 olur. Buna gore,
n
c—1 1
> Z
n—17 2

2c—2 >mn—1 ve sonug olarak
elde edilir. Bu da (A, C) yaymin en az sayida nokta igeren yay olmasi ile geligiyor.

Gozlem 3. r rengi ve r rengine boyali olmayan A ve B (A # B) noktalar: igin l4(r) =
(A,C) ve lp(r) = (B, D) olsun. O zaman C' # D.

Aksini varsayalim: C' = D olsun. Genelligi bozmadan B € (A, C') oldugunu varsayalim.
A noktasindan saat yoniinde ilerlerken B den 6nceki nokta T olsun. Gozlem 2 ye gore,

AC yayinda r renkli noktalarin orani ile BC' yayinda r renkli noktalarin orani 3 dir. Buna

1
gore (A, T) yaymda da r renkli noktalarin oram 3 olacaktir. Bu ise, (A, C) yaymin en

sayida nokta igeren yay olmasi ile geligiyor.

k > 3 olsun. O zaman en fazla [%J = 194 noktanin boyali oldugu bir renk vardir,

bu renk 1 olsun. 1 rengine boyali olmayan her A noktasi i¢in Gozlem 1 e gore, 14(r) ya
(A, E) ya da (F, A) seklindedir (£ ve F noktalar: 1 rengindedir). Gozlem 3 e gore, 1
rengine boyah her nokta bu tiir yaylardan en fazla ikisinin ug noktasi alabilir. 1 rengine
boyali olmayan nokta sayisi en az ve 583 > 2 - 194 olduguna gore, celigki elde edilir. Ispat
tamamlanmigtir.



