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Soru:

Tum a, b, ¢ pozitif gercel sayilar igin,

a® +b® + 3 — 3abe
~ ab? + b2 + ca? — 3abe

esitsizligini saglayan en biiylik T gercel sayisini bulunuz.
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Esitsizlikte genelligi bozmadan min{a, b, ¢} = ¢ alabiliriz. Bu durumda negatif olmayan
x ve y sayilar i¢in @ = ¢+ x, b = ¢+ y olur. Yeni ¢,z ve y degiskenlerinde

Coziim: Cevap: T =

a®+b°+ & —3abe = (c+2)° + (c+y)* + & = 3(c+ ) (c+y)c = Be+x+y) (2> — 2y +y?)

ab?+bc*+ca®—3abe = (c+x)(c+y)?+(cty)+e(ct+z)?—3(c+x) (cty)e = (22 —zy+y?)ct+ay?
olur ve esitsizlik tiim pozitif ¢, x, y igin

(B3—T)(2* —zy +yHc+ 2> +y* —Tay* >0 (1)
sekilini alir.
z=1,y=+/2vec>0olursa (1) esitsizliginden

(3—T)(1—V2+V4)c+3— VAT >0 (2)
elde edilir. (2) esitsizligini saglayan her T igin T' < % oldugunu gosterelim. Aksini
varsayalim: T > 314 olsun. 7' > 3 ise (2) esitsizligi herhangi bir ¢ > 0 igin saglanmiyor.

T < 3ise (2) esitsizligi



c< VAT -3
(B—T)(1—v2+V4)

degerlerinde saglanmiyor. Sonug olarak 7' < —-=.
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Simdi T' = % icin (1) esitsizliginin saglandigimi gosterelim. 7' < 3 olduguna gore,

(3 =T)(x* — 2y + y*)c > 0 ve (1) esitsizliginin ispat1 icin 2 + y> > Tay? esitlizliginin
gosterilmesi yeterli olur. Gereken esitsizlik de aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden
geliyor:

3 3 3
x3—|—y3:x3+% Y 2

Ispat tamamlanmistar.



