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Soru:

Bir kirmiz1 ve bir beyaz kutunun her birinde baglangicta 500 tag ve bu taglar diginda yeterli
sayida yedek tag bulunuyor. Oyuna Ash baglamak iizere, Ash ve Zehra sirayla hamle ya-
parak bir oyun oynuyorlar. Sirasi gelen oyuncu kirmizi kutuya 1 tag ekleme (K), kirmiz
kutudan 1 tag ¢ikarma (K~), beyaz kutuya 1 tag ekleme (B™) ve beyaz kutudan 1 tas
gikarma (B~) hamlelerinden birini, bir 6énceki adimda diger oyuncunun yaptigi hamleye
bagh olarak, agagidaki tabloya gore se¢ip yapiyor (ilk adimda Ash istedigi hamleyi segiyor):

Bir énceki hamle | K+ | K- | B+ | B~

Asli'min hamlesi | KT veya BT | K~ veya B~ | BY veya K~ | B~ veya KT
Zehramin hamlesi | KT veya B~ | K~ veya BT | BT veya K+ | B~ veya K~

Herhangi bir kutudaki tag sayisin1 0 veya 1001 yapan oyuncu oyunu kaybedecegine gore,
oyunu kim kazanir?

Coziim: Cevap: Ash kazaniyor.

Kutularin her birinde n tasla baglayan ve bir kutudaki tag sayisin 0 veya 2n 4+ 1 yapan
oyuncunun oyunu kaybettigi oyuna n-oyun diyelim. Her n degeri i¢in Asli'min n-oyunu
kazanacagini gosterecegiz.

Beyaz ve kirmiz1 kutuklardaki tag sayilarimin sirasiyla a ve b oldugu durumu (a, b) olarak
isaretleyelim. (1,p),(q, 1), (2n,r) ve (s,2n) durumlar siner durumlar: olsun. (a,b) du-
rumunda hamle sirast a +b = 0 (mod 2) ise Asli'nin, @ + b = 1 (mod 2) ise Zehranin
olacaktir.

Lemma. 1lk olarak smir durumuna hamle yapan oyuncu oyunu kaybeder.

Ispat: Ik olarak Zehra smir durumlarindan birine hamle yapms olsun. Bundan sonra
Asli hep sinir durumlarina hamle yaparsa Zehra da kendi hamlelerini sadece sinir durum-
larma yapma zorunda kalir. Bu siire¢ (1, 2n) veya (2n, 1) durumuyla sonuglanir ve bundan
sonra Zehra oyunu kendisine kaybettirecek hamleyi yapma zorunda kalir. Ilk olarak smir



durumlarindan birine hamle yapan Ash olursa, benzer sekilde siireg (1,1) veya (2n,2n)
durumuyla sonuclanir ve Ashi da oyunu kendisine kaybettirecek hamleyi yapma zorunda
kalir.

Ornek olarak, Zehra (¢, 1) smir durumuna hamle yapmis olsun. Ash (¢ — 1,1) hamlesini
yaparsa Zehra zorunlu olarak (¢ —2,1) hamlesini yapar. Ash (¢ — 3, 1) hamlesini yaparak
devam ederse bu stireg en sonunda (1,1) durumuna gelir. 1+ 1 =0 (mod 2) oldugundan
hamle siras1 Asli’da olur. Ash (1,2) hamlesini, Zehra zorunlu olarak (1,3) hamlesini ya-
parak devam ederlerse bu siire¢ en sonunda (1,2n) durumuna gelir. 1+ 2n+2 =1
(mod 2) oldugundan Zehra oyunu kendisine kaybettirecek hamleyi yapma zorunda kalir.
Diger sinir durumlarinda baglayan durumlar benzerdir.

n lizerinden tiimevarim yaparak n-oyununda Aslimin en son (1,2n — 1) — (1,2n) veya
(2n,2) — (2n, 1) hamlelerini yaparak kazanacagin gosterecegiz.

n = 1 durumunda Ash oyunu (1,1) — (1,2) hamlesiyle kazaniyor.

Asli'nin n-oyunu kazandigim varsayarak (n + 1)-oyunu inceleyelim. Ash n-oyundaki
kazanma yontemini uygulayarak (1,2n — 1) — (1,2n) veya (2n,2) — (2n,1) durum-
larindan birine gelmeye calisacaktir. Ash n-oyunundaki tiim hamleleri yaparak amacina
ulagmadan Zehra (1,p), (¢, 1), (2n+2,r), (s, 2n+2) simur hamlelerinden birini yaparsa Ash
oyunu Lemma’'ya gore kazanir. Aksi takdirde durum (1,2n) veya (2n,1) durumuna gelir
ve Zehra bir sinir durumuna hamle yapma zorunda kalir ve Asli yine oyunu Lemma’ya
gore kazanir.



