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Soru:

n hava yolu girketinin ve 100 kentin bulundugu bir tilkedeki kentlerden bazilari arasinda
karsilikh olarak toplam 2021 ucak seferi yapiliyor. Bu seferleri kullanarak bu kentlerden
herhangi birinden bir digerine gitmek olanakli olup, birinden digerine dogrudan veya tek
aktarma ile gidilemeyen en az iki kent bulunmaktadir. Bu iilkedeki herhangi iki kent
arasinda tek bir girketin ucuslarimi kullanarak gitmek miimkiinse, n nin alabilecegi en
biiytik degeri belirleyiniz.

Coziim: Cevap n = 1923.

Soruyu gizge teorisi kavramlarini kullanarak yeniden formiile edelim: Koése sayis1t 100 ve
kenar sayis1 2021 olan baglantili bir GG ¢izgesinde birinden digerine olan uzaklik en az iig
olan en az iki kose bulunuyor. Cizgenin kenarlari n renge, her kentten her kente aym
renge boyali kenarlarla ulagilabilecek sekilde boyanabiliyorsa, n en fazla kag olabilir?

Ik 6nce n = 1923 i¢in bir ornek verelim. Cizgenin tiim koselerini birlestiren bir agacin
tiim kenarlarini ayni renge ve kalan kenarlarin hepsini birbirinden farkli renklere boyanirsa
sorudaki kogullar saglanmig olup ve toplam renk sayis1 n = 2021 — 99 + 1 = 1923 olur.

Simdi renk sayis1 nin daha fazla olamayacagini gosterelim. En ¢ok renk bulunduruan bir
boyama alalim. Bu boyamada agagi daki 6zellikler dogru olacakt r:

O1. Aymi renkli kenarlar baglantil bir agag olusturuyorlar: Tek renkli bir dongii varsa, bu
dongiintin bir kenar1 yeni bir renge boyanarak toplam renk sayisi artirilabilir. Birbiriyle
baglantili olmayan ayni renkli iki agac varsa bu agaglarin biri yeni bir renge boyanarak
toplam renk sayis1 artirilabilir.

02. Iki ajacwn ortak kose sayise en fazla iki olabilir: Ortak kenar sayisi ikiden fazla ise, bu
agaclarin birlesimi en az iki dongii igerecektir. Bu durumda once bu iki agaci ayna renge
boyayip, daha sonra her dongiide birbirinden farkli birer kenari yeni bir renge boyayarak
toplam renk sayis1 artirilabilir.



03. Genelligi bozmadan iki ortak kose paylasan iki agacin kesisim noktalarinin bu agaclarin
u¢ noktalary olduklarini varsayabiliriz. Aksi takdirde once bu iki agaci ayna renge boyayip,
daha sonra bu iki agacin birlesimindeki dongtideki bir kenari yeni bir renge boyayarak
toplam renk sayisini degistirmemis oluruz.

Simdi aralarindaki uzaklik en az 3 olan herhangi u ve v koselerini alalim. u ve v koselerini
birlegtiren ve ayni renkli kenarlardan olugan agagin koseler kiimesi X, X — {u,v} =Y ol-
sun. u kogesinin komsu koseleri A, G ¢izgesinin u, v ve A digindaki koseler kiimesi B olsun.
u kogesi, B —Y deki her kogeyle ayni renkli kenarlardan olusan bir agacla birlesme zorun-
dadir. Bu agaclar 77, ...,7T, olsun. Bu agaglardan herhangi ikisi u noktasinda kesisiyorlar.
O3% gore bu agaclarm herhangi ikisinin v diginda kesisme noktas: bulunmuyor. Buna
gore, k = 1,...,p olmak tizere, her T} ile A nin bir kogesi birebir eslegtirilebilir. Sonug
olarak 71, ..., T, aga¢larmin birlesimi u diginda en az |B| — |Y N B| + p tane kose igeriyor.
v kogesi, A —Y deki her kogeyle ayni renkli kenarlardan olusan bir agagla birlegme zorun-
dadir. Bu agaglar 51,...,.S, olsun. Benzer sekilde, bu agaclarin birlesimi v disinda en az
|A| — |Y N A| + ¢ tane kose igeriyor. Aymni renkli kenarlardan olugan 1 + d koseli bir agag
d — 1 renk kaybina neden oluyor. Buna gore, toplam renk kaybi en az

|IBl =Y NB[+p—p+|A[ =Y NA+q—q+[V]-2

olacaktir. [YNB|+|YNA| = |Y|—2 olduguna gore, toplam renk kaybi en az |A|+|B| = 98
oluyor. Sonug olarak renk sayisi en fazla 2021 — 98 = 1923 olabiliyor.



