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Soru: a? + b% + ¢ < 3 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ negatif olmayan gercel sayilar: icin

(a+b+c)(a+b+c—abc) > 2(a*b + bc+ c*a)

esitsizligini kanitlayiniz.

Coziim: Once ii¢ lemma ispatlayacagiz:

Lemma 1.

a+bec < 2.

Ispat: be < 2 olma zorundadir, aksi taktirde

3>+ 4+ >0+ > 2 >4

celigkisi elde edilir. Ispat: tamamlamak icin

3—b"—c* < (2 be)?

esitsizligini gostermemiz gerekiyor, o da

esitsizligine denktir.

Lemma 2.

Ispat: a ve ¢ nin 2 den kiiciik olduklar1 aciktir. O zaman

(be =1+ (b—¢c)*>0

V(4 —a?)(4 — ) > ac + 2b.




(4 —a?®)(4 — c*) — (ac + 2b)? = 16 — 4(a® + b*> 4 ¢* 4 abc) > 0

esitsizligini gdstermemiz gerekiyor, o da aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginin (AGO)
sonucudur:

2 2 2\ 3/2

Lemma 3.

a® + b2+ % > a®b + bPe + .
Ispat: AGO esitsizliginden
(1) a’ + i(ab +c)? > a®b + a.

AGO egitsizligi ve Lemma 2 den

[(4—a®)b?* + (4 — P)c?] > =/ (4—a2)(4— 2)be

e~ =
N | —

1 1
(2) > §(ac + 2b)be = b%c + §ab02.
(1) ve (2) esitsizliklerini toplarsak ispat tamamlanir.

Lemma 1 den

a’b + ab’c < 2ab, b c+ abc® < 2be, Pa+ a’be < 2ca.

Bu esitsizlikleri toplarsak

2(ab + be + ca) > a®b + b*c + a + abe(a + b+ c).

elde ederiz. Lemma 3 den
(a+b+c)*=a*+b*+c*+2(ab+ be + ca)
> a’b+ bc+ a+ [a®b+ b*c+ Pa+ abe(a+ b+ c)]
Demek ki
(a+b+c)a+b+c—abc) > 2(a’b + b*c+ c*a).

Ispat tamamlandu.



