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Soru:

3/p+ q+r olmak tizere, p+ q + r ve pqg + qr + rp + 3 sayilarimin tam kare olmasini
saglayan tiim (p, ¢, r) asal say1 tigliilerini bulunuz. 3|p+ ¢+ r olacak bigimde, p+ ¢+ r ve
pq + qr +rp+ 3 sayilarinin tam kare olmasim saglayan (p, ¢, r) asal say1 tigliisii var midir?

Cozim: p,q,r asal sayilarinin en az birinin 2 oldugunu gosterelim. FEksi halde tiim
durumlar: (p,q,7) = (1,1,1), (1,1,3), (1,3,3), (3,3,3) (mod 4). (1,1,1), (1,3,3) du-
rumlarinda 2?> = p+ ¢ +r = 3 (mod 4) oldugundan ve (1,1,3), (3,3,3) durumlarinda
Y2 —3=pg+ qr+rp =3 (mod 4) oldugundan celiski elde ediyoruz. Ispat tamamland.
Genelligi bozmadan p = 2 ve ¢ < r olsun. O zaman

g+r=22-2, qr=y*—-222+1
Simdi 3 | yise (¢+2)(r+2) =y*+1 =1 (mod 3). Demek ki ¢ = r = 2 (mod 3)

veya ¢ = r = 0 (mod 3). Fakat ¢ = r = 0 (mod 3) durumunda celigki elde ediyoruz:
22—-2=0 (mod 3). ¢g=r =2 (mod 3) ise 2> —2 =1 (mod 3) and 3 | z, fakat 33| =
ve buradan 3 | y, celiski. 33 /= oldugundan 2?> = y*> = 1 (mod 3) ve sonug olarak
qr=vy*—222+1=0 (mod 3) ve buradan ¢ = 3. Simdi r = 2* -5 ve 3r = y? — 222 + 1
oldugundan 5r = 3> — 9 = (y — 3)(y +3). r = 2,3,5 durumlarinda z tam say1 ol-
muyor. Demel ki » > 5. y —3 = 1 oldugundan y —3 = 5, r = y + 3 and r = 11.
x =4,y =8ise (p,qr) = (2,3,11). Sonug olarak ¢oztimler (p,q,r) = (2,3,11) ve bu
sayilarin permiitasyonlaridir.

(p,q,7) = (2,11, 23) {igliisii kogullar1 saglyor.



