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Soru:

x + y + z = 1 koşulu sağlıyan tüm x, y, z pozitif gerçel sayıları için

x(y + z)

4− 9yz
+

y(z + x)

4− 9zx
+

z(x + y)

4− 9xy
≥ 6xyz

olduğunu gösteriniz.

Çözüm:

Eşitsizliğin her iki tarafını 3xyz pozitif ifadesiyle bölelim:

y + z

3yz(4− 9yz)
+

z + x

3zx(4− 9zx)
+

x + y

3xy(4− 9xy)
≡ A ≥ 2.

İlk terimi ele alalım:

y + z

3yz(4− 9yz)
≥

2
√

yz

3yz(4− 9yz)
=

2

3
√

yz(4− 9yz)
=

2

3
√

yz(2− 3
√

yz)(2 + 3
√

yz)
.

Aritmetik-Geometrik ortalama eşitsizliğinden 3
√

yz(2− 3
√

yz) ≤ 1 ve 2 + 3
√

yz ≤

2 +
3(y + z)

2
. Sonuç olarak

y + z

3yz(4− 9yz)
≥ 4

4 + 3y + 3z
.



Benzer şekilde
z + x

3zx(4− 9zx)
≥ 4

4 + 3z + 3x
ve

x + y

3xy(4− 9xy)
≥ 4

4 + 3x + 3y
elde

ediyoruz. Şimdi A ≥ 4

4 + 3y + 3z
+

4

4 + 3z + 3x
+

4

4 + 3x + 3y
ve Aritmetik- Har-

monik ortalama eşitsizliğinden

A ≥ 9 · 4
4 + 4 + 4 + 6(x + y + z)

= 2. İspat bitti.

Eşitlik durumu: x = y = z =
1

3
.


