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Soru:

7p−1 − 1

p
ifadesinin tam kare olmasını sağlayan tüm p asal sayılarını belirleyiniz.

Çözüm:

p = 2 çözüm değil:
72−1 − 1

2
= 3.

p = 3 çözümdür:
73−1 − 1

3
= 42.

p > 3 olsun. Önce p = 6k + 1 olduğunu gösterelim: pa2 = 7p−1 − 1 = (72 −
1)(7p−3 + 7p−5 + · · · + 1) ve 72 − 1 = 3 · 42 olduğundan 7p−3 + 7p−5 + · · · + 1 ifadesi
3 ile bölünüyor ve sonuç olarak p = 6k + 1. Buradan 76k − 1 = pa2 elde ediyoruz.
76k−1 = (73k−1)(73k +1) ve ebob(73k−1, 73k +1) = 2 olduğundan (73k−1)(73k +1)
çarpanlarının biri 2b2 diğeri ise 2pc2 olma zorundadır. 2b2 = −1(mod7) denkleminin
tam çözümü yoktur (2 mod7 de kuadratik kalandır). Dolayısıyla, 73k − 1 ifadesi 2b2

e eşit olamaz. O zaman

73k + 1 = 2b2.

73k +1 ifadesini çarpanlarına ayıralım: 73k +1 = (7k +1)(72k−7k +1). İki çarpan ar-
alarında asaldır: ebob(7k+1, 72k−7k+1) = ebob(7k+1, 72k−7k+1−(7k+1)(7k−2)) =
ebob(7k + 1, 3) = 1. 7k + 1 çifttir, dolayısıyla 72k − 7k + 1 tam karedir, bu da
(7k − 1)2 < 72k − 7k + 1 < (7k)2 eşitsizlikleri ile çelişiyor.

Tek çözüm p = 3.


