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Aralik 2006

Soru:
Dogal sayilar dizisi {a,} her n > 1 degeri i¢in a1 = > ,_; ai kosulunu sagliyor.
asppe say1sinin 2006 ile boliinmesini saglayan en kiiglik a; sayisi kagtir?

Cozim: Cevap: 472.
2006 = 2 x 17 x 59 oldugundan, asgps 2, 17 ve 59 sayilariyla boliiniiyor.

Bir lemma ispatlayalim:

Lemma. p = 17 veya p = 59 olsun. a tam say1 olmak iizere, a?*+a+1 =0 mod (p)
denkleminin ¢6ziimii yoktur.

Ispat a min alabilecegi tiim degerleri denemeyle veya Legendre sembolu kullanarak
yapilabilir:

p=17 a*+a—17a +1+ 63 = 63 mod (17) veya (a — 8)? = 12 mod (17) elde
(

ediyoruz. () = (£)(5+) = () = (§) = (3) = —1 oldugundan olamaz.

p =059 a®>+a+59% + 1+ 899 = 899 mod (59) or (a — 30)? = 14 mod (59) elde
D) =(3)(&) =(2) = (2) = —1 oldugundan olamaz.

ediyoruz. (55) =
1 (2 ile bolinme). k > 3 ise, ar, = a3 ; + ar_1 = ag_1(ap_1 + 1). ases her zaman
ciftdir.



2 (59 ile boliinme). m, a,,nin 59 ile boliinmesini saglayan en kiiciik dogal say1 olsun.
(@006 H9a boliindiigiinden , m sayisi iyi tamimlanmigtir). m > 4 olsun. O zaman
59|a,, ve 59 fay,—1. p = apm—1(am-1+1) oldugundan 59|(a,,—1 +1) veya a,,—1 = —1

mod (59) elde ederiz. a,,_1 = a2,_, + Gm_2 Ve ap_1 = —1 mod (59) oldugundan
aZ _5+a, o+1=0 mod (59) elde ederiz. Lemmaya gore olamaz. Demek ki m < 3.
m = 3 olursa, a; = —1 mod (59) ve ay = a? ifadelerinden a? = —1 mod (59) elde

ederiz, 59 = 4 x 14 + 3 oldugundan imkansiz. Son olarak, 59]a? ise 59|a;, demek ki
m = 2 olamaz. a; 59la bolinme zorunda.

3 (17 ile boliimme). m, a,nin 17 ile boliinmesini saglayan en kiiciikk dogal say1 ol-
sun. (asgos 17ye boliindiiginden , m sayisi iyi tanimlanmigtir). m > 4 olsun. O
zaman 17|a,, ve 17 Jam—1. @ = apm-1(am—1 + 1) oldugundan 17|(a,,—1 + 1) veya
am-1 = —1 mod (59) elde ederiz. a,,_1 = a2 _5 + @pm_2 Ve Gp_1 = —1 mod (17)
oldugundan a?,_, + a2 +1 = 0 mod (17) elde ederiz. Lemmaya gore olamaz.
Demek ki m < 3. Son olarak, 17]a? ise 17|a;, demek ki m = 2 olamaz. m = 1
ise, a; > 17 x 59 = 1003 oluyor. m = 3 ise, a3 = a? + a3 ve a = —1 mod (17)
oldugundan a; = £4 mod (17) oluyor.

a; = 590 oldugundan a; = 8 = +4 mod (17) elde ediyoruz. Son denklemin en
kiictik dogal ¢oziimii [ = 8 dir. O zaman a; > 59 x 8 = 472. a; = 472 olursa ag
2006 ile boliiniiyor. O zaman n > 3 degerleri i¢in dizinin tiim terimleri 2006 ile
boliiniiyor.



